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摘 要:许多常用的函数空间(如 U (J.支") )都有小波刻划，但 Morrey 空间 LP ,8 ( R") ( 1 < p < ∞，0 < 8 < n ) 

却没有相应的小波刻划。利用多维 Daubechies 小波，给出了 Morrey 空间的一个小波刻划。
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A如: classical functional spaces (such as U (政n) ) can be characterized by wavelet. But 

spaces ( ) (1 p ∞， 0 < n ) have not the correspo阿 characterization means 

of wavelet. In this paper , a wavelet character垃ation of r证orrey spaces is , Daubechies' s 

wavelet. 
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Morrey 空间是 1938 年由 C. B.在研究

拟线性偏微分方程解时引进的.称一个上局部

可积的实值函数f属于 Morrey 空间 LP ，8(Rn ) ， 其

中 1 :::::;, p < ∞， 0ε (O ， n +p) ， 若对任意 Rn 中的

开球队存在只依赖于f的常数 C = C(f) ， 使得

;21叫|贝克) - fB I咄运 C (1) 

成立，其中力一 b(_f(y)dyo
一 I B IJB 

注意到，当 o=n 时 ， LP'δ 为 BMO (有界平均振

动)空间。这时由 Johr卜Nirenberg 不等式知[2]? 对

任意的 pε[ 1 ，十∞ ) ， Lp ， ll 空间都表示同一空间。

当 λε( n ， 几十 p) 时 ， LP ， 8 为 Morrey-Companato 

间?即齐次 Lipschitz 空间八 À-n (Rn ) 。多年来?

Morrey 空间被数学家们广泛地研究[3 -9J 。

*阴阳日期: 2008 -09 … 12 

本文研究的

p < ∞的情形。

空间特指， 0 <δ n , 1 

众所周知 ， LP 空间， BMO 空间， Morrey-Com白

panato 空间都可以用小波来刻划[10 一 ll] ，而对于

Morrey 空间 U ，8 (Rn
) ，就我们所知而言?一直缺

少相对应的小波刻划。

2007 年， Duong 等在文献[ 12 ]中给出了

Morrey 空间的 Littlewood-Paley 刻划 9 这是一个突

破?具体叙述为

1 设 1 < p < ∞， 0 <δ< 飞且fε

M;;r, p ， 这里

工 1f E Liac ( ) : If( 元 ) IP 
(1 + Ixl"+l) 一 1 E L1 (政n) 1 

则下列条件等价:
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( i) f E LP ,8 ( R" ) 

(仙i挝i )川f盯胁σ机ω?♂沪p

Li凶i让ttlew附00叫d-Pale叮y 刻划向来与小波刻划有着密切

的联系 O 在文献 [υ12幻]的启发下'我们给出了

Morrey 空间的小波刻划。下面是本文的主要结果:

2 设 1 < p < ∞， 0 <δ< 飞且fE

MfK， p ， 则以下条件等价:

(A)f ε U ，8(R") 

(B);222r74(QZB|α(λ) 1 221万。(λ ) (必))专缸片<∞
其中 α(λ) = <f，队> ，λ=2飞十 γj…ls ， j 巳 Z ， k ε

zn ， 8 ε E ， E 是集合 10 ， 1 f n 除去 (0 ， 0 ，…， 0) ，队

为下一节中介绍的 n 维紧支集的 r 正则的 Dau­

bechies 小波 ， r 主 1 0 Q( λ) 表示由 2Jx - k ε[0 ， 1) " 

定义的二进方体 ， XQ( λ) (x) 是 Q( λ) 上的特征函数?

B 为 R" 中的任意球 j rB 表示球 B 的半径。

1 基本结果

1 [10 -11] 设 r 为正整数。如果一个函数

功(吵满足以下四个性质?则称它是一个 r 正则的

小波(基)。这些性质是:

( a) 非(必)及它的直到 r 阶导数都属于扩(

(b) 非(冗)具有紧支集。精确的说?存在常数

m 注 1 ，使得对任意 r ，!þ (x) 的支集包含于(… mr ，

mrJ 中;

(c) 对 o ~ i 岳飞有 f'oo' Xi !þ (x) 由 o ; 

(d) 函数收(2J X k) (j ε ， k ε 的集合'

构成 L2( 剧的一组正交基。

多维紧支集小波的构造[ω] 0 

定义指标集A 1λ: 工 2飞+ 2-J…
189j E三 ， k E 

, 8 E Ef ， 其中 Z 是整数集 ， E 表示 2" - 1 个序

列 (8 1 ，…8，，)的集合?其中 8i 取 0 或 1 ，但序列

(0 ,0 ,…0) ft E。对任意的 λ= 2 -jk + 2
…j…ls ，定义

n 维紧支集小波收λ 如下:
队(必) 2j，，/2旷1 (2j元 1 - k1 ) ooo lj; B lI( 一 kn )

这里?我们约定旷工机收1 价?伊?讲分别为 r 正

则的 Daubechies 小波的父小波和母小波。用 Q( λ)

表示由 2J见一 k E [0 ， 1)" 定义的二进方体。这样?

由机盼的紧支集条件就知 ， n 维小波队的支集包含

在方体 mQ( λ) 中 j mQ( λ) 是与 Q( λ) 同中心的方

体?但边长是 Q( λ) 的 m 倍。

言|理 1 [10] U( 里11 )函数的小波刻划。在
U(R") 中( 1 < p< 个∞) ，下面两个模是等价的。

(i) Ilfllp 

( ii) 
11 (立 1 <f,!Þ A > 1

2 
1 Q (λ) 1-1XQ (A) )叫

其中队是上文介绍的 n 维紧 小波，记

Q( λ) 的(λ) (x) 同上。

关于 Morrey 空间 U'δ 的前对偶空间有如下的定

理。

引理 2 [8] 扩，8 (HQ,8) ， 这里 1 < p < 十∞ 9
1 1 
一十一= 1 j 其中是由所有原子 Hq ， λ 线性组合
q p 

构成的空间，对任意的 α(x) ε fr' λ 原子，即 α( 必)

满足:

(i) suppα( x) C B ; (ii) 11α11 '1运 Cr~忡;
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2 定理 2 的证明

(A) 二字 (B) 的证明。假设fεLP，89 则存在

常数 C ，对任意球 BC

叫 If(x) fB Ip出 C (2) 

j队(必)元汇。以及

11 
( 

Cλ? 从而有
l-2 
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1 (f - !'"B , tþλ1 2盯仰) (见) ) t II p 

CII (f - J二B )XmB II p 
(3) 

11 
( 

乏主 C( mrB ) …δ (4) 

这里 (3) 式利用了 U 函数的小波表示(寻|理 1)
? 

而 (4) 式是不等式 (2) 的直接应用。这样?我

们就得到

s~pr t (J ( 1 < f ,!Þ A > 1 

XQ( λ) (必 ))fdM) 士 < C(8 ,m) 

不等式 (B) 因此得证。

(B) 二字( A) 的证明。假设不等式 (B) 成

立?往证feLPJO

根据引理 2 ，我们只需证明?满足不等式 (B)

的函数f可以作为 Hq ，δ 空间的线性连续泛函?这里

1 1 
q 满足一十一= 1 。进一步?只需证明?存在常数

q p 

C>û ，对任意的支集在球 B 上的 Hq ，δ 原子 α? 都

i 户(必 )α(必)叫~ C (5) 

由于fε ，故f为局部 U 函数?再由 U

函数的小波表示(引理 1 )知



第 2 期 周传喜等: Morre 

f( 克) = <f，队>队(元)， VχEB 

故<扎α> =α(λ) <队，α> 工

α(λ) <队 ?α > 2JTXQ( λ) (y) dy 

jQ(Efλ) <们>川(λ) (州十

JQ(λ)α(λ)<们>川

下面分别对 1 ， II 进行估计。

先考虑 I 项。根据 Cauchy-Schwarz 不等式

|α(λ) 11 <仇，α > 1 2JTxQ( λ) (y) ::::; 

(翠 |α(λ) 1 221n

XQ( λ) (y) ) 山。

1< 队，α> 122i~万。(λ) (y) ) ω 

由引理 1 知

11 ( 1 <轧α> 1 2叫仰) (川12 l1 q

11 (主 1< 札α>1 仰) (川)叫 CIIαIl q
故我们对 I 项运用 Hölder 不等式可得

|υ1问 11 (飞Q(λ足咄JB|问Mα叫( λυ) 1归2η?吨21γηJT匀n)(Q戈hμ肌O叭仰川川(ω川λ川川)沃μ(仆川yρ川)

11 ( 

再根据

1< 札α> 1 2均仰) (川)叫

|α(λ) 1 叭 A) (川)叫。 11αIl q
原子的条件以及 (B) 式，我们得

|fl4Crfp 。 rf/pgc

接下来?我们估计 II 式。

(6) 

为了使得<队，α> 并 0 ，必须有 mQ( λ) 门 B

:乒回。又因为 Q( λ) 门 (4B)" ::/=田，故方体制 λ)

的对角线必定大于 2rB/m O 从而我们做更进一步地

分解。

|α(λ ) 11 <队冲 > l 2'n)( Q( λ) (y) ::::; 
。(λ)

十∞

|α(λ) 11 <队，α > 1 21nxQ( λ) (y) 
2 -jmr;; E 

(7) 

对任意的自然数七条件2 -im ;;; E [2 1
1'B 1'B ) 以

及 mQ( λ) n B 并回可以推知 ， Q( λ) c 
再次运用 Cωau川I肥ch均1巧可yι隔嗣町δ.鹏喃白-喃喃δ号.δ-δS缸chηm飞叭阳气

及条件(阳B)λ? 我们得到如下估计

J
2

-
jm

F. Eα(λ) 11 <们>λ)
(y) dy ::::; 11 ( 1 ol ( λ) 1 2叫。(λ ) (y) ) 叫 I p 0 

13 

11 ( 1< 札α> 1 22}'汕(λ) (y) )叫 4

C(i+2 rB ) 的 11 ( 1< 收λ9α> 12 ø 

2 -jmF. E 

2JlXQ( λ) (y) ) ωIl q (8) 

根据小波队的定义 9 容易计算得

1< 队 ? α > 1::::; 2iγ俨俨nνlν12 11μα叫叶11扎11 ::::; 21γγ俨JT川扩T1ν2μ12 11μα Ilq IB 1 川

注意到?当 l ，j 取定时品 ， k ， s 的个数不超过固定常数

M(可取 M:mnd 十 2 T1
) ，从而

(汇-，瓦~ 1 < 收队λ ? α >川|尸归2吃2
2 -J布lF.E [口[21νIr8μ， 21μ川+刊lr叩时) B刮

MIIα1I 11 1BI忡(汇 2η21句 (y)) 1I2 ::::; 

2 寸'mF.E [2 IrB ,21+1r8) 

MIIα110 IB 1叫汇 2动 )132l句 (y) ::::; 
2 -jmF. E [2Ir8 ,21+1rB) 

CMIIα|lq|B| 忡 (2I 1'B ) -'X21+2B(y) (9) 

将估计 (9) 式代人 (8) 式中，可得

I 汇， 1问α (ωλ )川l门1<收队λ 罗 α的>1 2
J飞2-，加J，加'rnF.ε[川2νIr8 ， 2矿2扩l+lr8咱ω8) k ,t: 

2 1飞B ) 
ålp 

11αIl q 1 B 1 1忖 2 I 1'B )-nl Il/q 

δ n)牛 (10)

结合式子 (7) 和( )，并应用。 8 得
+∞ 

i 川 C i(å-n)少 C' () 

这样儿的式和 (1 )式直接推出了 (5) 式。

由此我们便从 (B) 得到了 (A) ，因而完成了

定理 2 的证明。
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